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Anotace: V této práci je prezentováno přibližné řešení pulzujícího toku 
Newtonské nestlačitelné kapaliny v režimu laminárního proudění. Použitý model 
vychází ze zjednodušených Navier-Stokessových rovnic. Za jejich pomoci je 
odvozen vztah mezi modulem pružnosti a kompliancí latexového vzorku v 
závislosti na frekvenci pulzací. Pro naměření tlaku je využit experiment původně 
publikovaný v práci Ing. Davida Hromádky [1]. Test byl proveden na latexovém 
válcovém vzorku. 
   
Abstract: In this paper is presented an approximate solution of the pulsatile 
incompressible flow of a Newtonian fluid in the laminar flow regime. 
Mathematical model used in this work is based on simplified Navier-Stokes 
equations, which were used for deriving the relationship between elastic modulus 
and compliancy of latex specimen. An experiment, proposed in paper [1] by Ing. 









Chtěl bych tímto poděkovat vedoucímu mé práce Ing. Davidovi Hromádkovi za 
jeho rady, poskytování materiálů a čas, který se mnou strávil. Dále bych chtěl 































obnovovací síla zatíženého materiálů [N] 
E elastický modul pružnosti [Pa] 
MAXE  maximální elastický modul pružnosti [Pa] 
0E  počáteční elastický modul pružnosti [Pa] 
FE  fyziologický elastický modul pružnosti[Pa] 
L  Max. protažení [mm] 
l  Vychýlení z pozice[mm] 
l  délka[mm] 
'l  délka materiálu po zatížení [mm] 
k  Konstanta tuhosti[N.m-1] 






.celk  celková deformace 
tlumič  deformace tlumiče 
pružina  deformace pružiny 
  napětí [Pa] 
.celk  celkové napětí [Pa] 
tlumič  napětí v tlumiči [Pa] 
pružina  napětí v pružině [Pa] 
k  mez kluzu [Pa] 
P  mez pevnosti v tahu [Pa] 
F  fyziologický rozsah napětí [Pa] 
x  napětí při poruše materiálu [Pa] 




  Dynamická viskozita [Pa.s] 
  Kinematická viskozita [m2.s-1] 
S  Plocha [m2] 
A  Plocha průřezu trubice [m2] 
d0 počáteční průměr válcového vzorku [m] 
d  průměr tuhé trubice [m] 
v rychlost [m.s-1] 
v  střední hodnota rychlosti [m.s-1] 
  hustota [kg.m-3] 
k  hustota krve [kg.m
-3] 
p  tlak [Pa] 
ap  atmosférický tlak [Pa] 
p  rozdíl tlaku[Pa] 
g  tíhové zrychlení [m.s-2] 
q objemový tok [m3.s-1] 
V  objem [m3] 
t čas [s] 
t  časový úsek[s] 
  úhlová rychlost 














Wi Weissenbergovo číslo je definováno: cWi t  
De 






  smyková rychlost [s-1] 
ct  čas relaxace napětí [s] 
pt  čas pozorování [s] 




  koeficient útlumu[s-1] 
hp  homogenní řešení průběhu tlaku 
pp  partikulární řešení průběhu tlaku 
x  vzdálenost, kterou urazí pulzní vlna za čas t [m] 
z  vzdálenost mezí tlakovými snímači v tuhé trubici [m] 
t0 referenční tloušťka poddajné trubice [m] 
se experimentální délka odstřiženého proužku [m] 
re experimentální poloměr odstřiženého proužku [m] 
Cr  průsvit cévy [m] 
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Srdce v roli čerpadla a cévy v roli rozvodového potrubí, i tak lze pohlížet na 
krevní oběhový systém naprosto nezbytný pro život lidí, ale i živočichů nižšího stupně 
vývoje [2].  
Inženýrský způsob myšlení, schopný prohlédnout skrze komplexnost úlohy a 
přímočaře identifikovat a řešit jednotlivé problémy, umožnil rozvoj nejen 
biomechaniky, ale i ostatních technických oborů vědy. Cévy lidského těla, tak, jako 
potrubí pro rozvod užitkové vody panelového domu, jsou tvořeny materiály, které 
podléhají časové degradaci. V průběhu stárnutí těchto materiálů dochází ke změnám 
jejich mechanických vlastností resp. ke změnám v jejich mikrostruktuře [3][4]. U cév 
tyto změny vedou ke snížení řádné funkce jejich jednotlivých vrstev. Vzniká riziko 
poruchy, kdy v nejhorším případě dochází k protržení a následnému úmrtí jedince 
[3][5][4][6]. 
Porozumění chování cév v jejich přirozených podmínkách a studium odezvy 
jejich stěn na vedené médium je proto důležitým vědním oborem s potenciálem 
včasného rozpoznání kardiovaskulárních chorob (arterioskleróza, arteroskleróza) a 
chorob s nimi spojenými (hypertenze, infarkt myokardu, cévní aneurysma, selhání srdce 
a ledvin) [3][7][8]. 
Metody pro získávání nových poznatků se napříč oborem, zabývajícím se 
studiem cévních vlastností, liší. V současnosti proto vyvstává problém nejednotnosti 
naměřených dat a z toho plynoucí obtíž určení relevantnosti vyvozených závěrů [9][5]. 
V této práci je uvedeno shrnutí a srovnání metodiky pro měření jednotlivých vlastností 
cévních stěn. Dále je zařazen stručný úvod do matematického modelování používaného 
k aproximaci vlastností chování cévy in vivo.  
Experimentální metoda prezentovaná v této práci je navržena pro měření odezvy 
pulzující trubice a byla vyvinuta týmem laboratoře kardiovaskulární mechaniky na 
ČVUT. Poddajným vzorkem je latexová trubice připevněná na tuhou trubici z plexiskla. 
Data jsou získána dvěma čidly, která snímají tlak během oscilace vodního sloupce 
uvnitř trubice. V průběhu oscilace je uvažován parabolický rychlostní profil, tímto 
zjednodušením se dopouštíme určité chyby, jejíž korekcí pro různá Wo se mimo jiné 





 V této práci bude představen cévní systém z mechanického hlediska. Za pomoci 
dostupné literatury budou shrnuty poznatky o odezvě cévní stěny resp. o mechanických 
vlastnostech rozdílných typů cév.  
 V další části budou představeny některé ze současně používaných metod měření 
na cévním materiálu i teoretické základy nutné pro modelování těchto tkání. 
Zvoleným experimentem pro naměření odezvy trubice je inflační-extenzní test. Materiál 






3. Dělení cév 
Lidským tělem probíhá rozsáhlá uzavřená síť trubic, určených k vedení tekutiny. 
V jednotlivých úsecích se liší svou stavbou a tím i vlastnostmi a propustností svých stěn 
[10][11]. Dle typu tekutiny dělíme trubice na krevní a mízní cévy. Krevní systém cév je 
uzavřený a protéká jím krev, jejíž vlastnosti jsou uvedeny v literatuře [12][10]. Mízní 
systémem obíhá bezbarvá tekutina zvaná míza, která jé sbírána mízními vlásečnicemi z 
mezibuněčných štěrbin vaziva [11]. 
 
Cévy jsou děleny na: 
 Tepny (arteriae) slouží k vedení krve ze srdce. V aortě 1  činí rychlost 
krevního  proudu 40-50 cm/s. Postupně se větví v tepny tenčí (rychlost toku se 
snižuje), až do velikosti tenkostěnných tepének- arteriolae [11][12]. 
a) Arterioly 
Jde o artérie s nejmenším průměrem. Stěna je tvořena převážně 
hladkou svalovinou, kterou jsou schopné pohotově měnit 
průsvit. Slouží tak, jako hlavní oblast regulace průtoku v 
příslušné oblasti organizmu [11][12][10]. 
b) Artérie malého a středního kalibru 
Jejich stěna je z velké části tvořena hladkou svalovinou, často 
jsou označovány jako artérie svalového typu [12]. 
c) Artérie velkého kalibru 
V jejich stěně je značně zastoupen elastin, ten způsobuje při 
čerstvém řezu nažloutlé zbarvení stěny. Ve srovnání s velkým 





                                                 
1 silnostěnná tepna vystupující z levé srdeční komory [10] 
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Kapiláry propojují tepny a žíly. Na jejich úrovni probíhá přesun látek z krve do 
intersticiální 2 tekutiny a naopak stěna těchto drobných cév je tvořena jednou vrstvou 
plochých endothelových buněk. Kapiláry nemají schopnost kontrakce [10][12]. 
 
Žíly vedou krev z kapilár zpět do srdce. Zmíněné typy cév se liší stavbou i 
tloušťkou,  jak bude ukázáno v dalších kapitolách [11][12]. 
d) Venuly 
Jde o v podstatě o nejtenčí žíly [11][12]. 
 
e) Vény malého a středního průměru 
Příkladem mohou být vény předloktí, bérce, hlavy 
a vnitřních orgánů [12]. 
f) Vény velkého kalibru 
Příkladem může být horní a dolní dutá žíla vena cava superior  
a inferior [12]. 
Vedení toku ve vénách má zcela odlišné podmínky, než v artériích. Mají malý 
vnitřní tlak a musí být schopny zajistit vedení proti směru gravitace i mezi 
kontrahujícími svaly. Tyto podmínky vyžadovaly přizpůsobení v podobě vnitřních 
chlopní (viz Obrázek 1) a různého podílu hladké svaloviny ve stěnách [11]. 
 
 
Obrázek 1: Tok krve vénami[13] 
  
                                                 
2 tekutina vyplňující prostor mezi buňkami; vzniká filtrací krevní plazmy přes stěny kapilár [39] 
 15 
 
Stavba vén je odlišná pro vény nacházejících se nad srdcem a pro vény pod 
srdcem. Nad srdcem se uvnitř vén nachází tlak nulový, dokonce i tlak záporný. Z tohoto 
důvodu je ve stěnách těchto vén slabě vyvinuta vrstva hladké svaloviny a převládá 
elastokolagenní kostra soustředná s průsvitem vény. Vény pod srdcem již mají vnitřní 
tlak vyšší. Mají silnou vrstvu hladké svaloviny, která umožňuje průtok krve [12]. 
 
Vývoj vén společně s věkem[12]: 
o období 18-20let  ve stěnách vén dochází k rozvoji hladké svaloviny a 
 diferenciaci jednotlivých struktur 
o  v období 20-40 let je složení vény stabilní 
o  v období nad 40 let počátek projevů degradabilních změn 
3.1. Histologická stavba cév 
 Stěny cév jsou svojí strukturou přizpůsobeny funkčním nárokům daných úseků 
cévního řečiště. Obecnou stavbu takovýchto úseků, lze přiblížit na stavbě stěny arterie 
[11], kterou lze z materiálového a mechanického hlediska vnímat jako kompozit [14]. 
Tunica intima 
Tvoří první vrstvu vnitřní části. Je složena pouze z jedné vrstvy plochých 
endothelových buněk. Tato vrstva je dále prokládána sítí elastických a kolagenních 
vláken případně elastickou blankou - membrana elastica interna. U větších tepen se 
mezi endothelem a elastickými vlákny často vyskytuje jemná vrstva vaziva[11][3][14]. 
Je velmi tenká a literatura [15] uvádí, že u zdravých svalových artérií lze její přítomnost 






Tvoří mechanicky nejvýznamnější vrstvu stěny tepny. Je složena z buněk hladké 
svaloviny probíhajících cirkulárně nebo spirálovitě kolem podélné osy vlákna hladkých 
svalů. Mezi a kolem těchto buněk jsou vytvořeny sítě kolagenních i elastických vláken. 
Dále se zde mohou vyskytnout i blanitá elastika. Díky tomuto uspořádání umožňuje 
céva zpětné smrštění po průchodu pulzní vlny [12][11][14][15]. 
Stavba arterie je však ovlivněna i její velikostí. Rozlišujeme pak tepny elastické 
a svalové. Elastické tepny mají vrstvu tunica media složenu převážně z elastických 
vláken. Tento typ je častý u velkých tepen (aorta, arteriae carotides, arteria subclavia 
aj.) [11]. Svalové tepny mají vrstvu tunica media složenu převážně ze svalových vláken. 
Tyto vlákna jsou zastoupena tím více, čím má céva menší průsvit [11][14]. 
Tunica externa 
Tvoří vnější povrch cévy. Je složena z fibrilárního vaziva s kolagenními i 
elastickými vlákny, která na povrchu cévy tvoří síťovitou strukturu. Vlivem přechodu 
povrchových vláken do blízkého okolí dochází k pružné fixaci cévy. U svalů se však 
setkáváme s rozdílným oddělením tunica media od tunica externa, než je tomu 
například u cév v mozku. U cév probíhajících svalovinou je tunica externa oddělena od  
tunica media vrstvou zvanou membrana elastica externa [11][3][14]. 
Kompozit zesílený kolagenními 
vlákny uspořádaných do 
spirálovitých útvarů 
 





Svazky kolagenních fibril 




Buňky hladké svaloviny 
Vnitřní elastický plát 
Endotelové buňky  
 
 
Obrázek 2: Model hlavních částí zdravé elastické artérie [16]  
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4. Mechanické vlastnosti vén a artérií 
Mechanické vlastnosti artérie 
Stěna artérie vykazuje nelineární anizotropní chování. Mechanická odezva 
visko-elastického materiálu závisí na působící síle (elastická odezva) a na čase jejího 
působení (viskózní odezva). Hmota artérie se projevuje tzv. creepem (při konstantní 
zátěži dochází ke stálému protahování) a relaxací (pokles napětí za konstantního 
protažení). Vlastnosti těchto materiálů mohou být definovány měřením zmíněných jevů, 
avšak je obtížné posoudit odezvu na rychlý nárůst napětí [17]. 
 V první fázi deformace cévní stěny se účastní pouze elastin, ve fyziologickém 
stavu se zapojují jak vlákna elastinu, tak kolagenu. Při velkých deformacích se 
projevuje pouze vliv kolagenních vláken [12]. Elastinová a kolagenní vlákna jsou 
odpovědná za tzv. pasívní vlastnosti stěny cévy. Komplexní chování stěny však dotváří 
hladká svalovina, která může být aktivována například vnějšími podmínkami. Její 











Počáteční elastický modul 
0E  




Mez pevnosti v tahu 
P  
Napětí při 
poruše x  
Fyziologický rozsah napětí 
F  
Fyziologický elastický 
modul FE  
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Věk 10-19 0-39 40-59 60-79 
Tahová síla do porušení 






























Tabulka 1: Tahové mechanické vlastnosti koronární tepny v podélném směru[12] 
V Tabulka 1 jsou uvedeny výsledné hodnoty tahových zkoušek koronární artérie 
publikované v práci [18]. Nejvyšších hodnot při provedených zkouškách dosáhly 
vzorky z věkové kategorie 10-19let. Nejvyšší pokles hodnot s věkem je dle Tabulka 1 u 
maximálního percentuálního protažení (pokles je více jak 50%)[12]. 
Jak je uvedeno v literatuře [4][19], artérie dárců vyššího věku mají oproti mladším 
snížený modul pružnosti [19].  
 Aorta dosahuje nejvyšší tahové síly do porušení vztažené na jednotku tloušťky v 
obvodovém směru. Krkavice dosahuje nejvyšší pevnosti v tahu pro obvodový směr a 
nejvyššího protažení dosahuje ve směru podélném [12]. 
 Z literatury [12][4] [16] vyplývá, že mechanické vlastnosti artérii 
 jsou v příčném a podélném směru odlišné (viz Obrázek 4). 
 
Obrázek 4: Závislost napětí-deformace v tahu pro krkavici pro podélný o obvodový směr[12] 
Příčný směr 
Podélný směr 










Mechanické vlastnosti vén 
 Jak již bylo řečeno v kapitole dělení cév, hlavní funkcí vén je přívod krve zpět k 
srdci. Některá literatura uvádí i úlohu při tepelné regulaci organizmu. Systém vén má 
podstatně (zhruba trojnásobně) větší kapacitu, než systém arterií [12]. 
V práci [20] jsou uvedeny výsledky tahových mechanických vlastností dolní duté žíly 
(vena cava inferior), stehenní žíly (vena femoralis) a podkolení žíly. Maximálních 
hodnot (pevnosti v tahu, maximálního protažení v podélném i obvodovém směru, 
tahové síla vztažené na jednotku tloušťky) dosahují vény ve věkové skupině 20-39let. 
Maximální tahová síla v obvodovém směru vztažená na jednotku tloušťky je pro 
všechny testované typy vén podobná. S rostoucím věkem dochází k výraznému poklesu 
modulu pružnosti a snížení vnitřního průměru vény[12].  
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5. Přehled experimentálních metod k měření 
mechanické odezvy cév 
Mechanické vlastnosti cév jsou určeny především jejich mikrostrukturou. 
Jednotlivé složky této mikrostruktury podléhají s postupujícím věkem změnám, které 
mají přímý vliv na mechanické vlastnosti a tedy na řádnou funkci jednotlivých tkání. 
Porozumění biomechanického chování cévních stěn a příčin jejich potenciálního 
protržení je proto důležitou součástí současného výzkumu [3][5]. 
 
Následující část se bude věnovat současným experimentálním zkouškám pro 
měření biomechanických vlastností cévních stěn. 
5.1. Jednoosá tahová zkouška 
 Jedná se o široce rozšířenou ex vivo3  metodu. Pro měření je použit rovinný 
vzorek tvaru obdélníku příp. tvaru “kosti“ viz Obrázek 5. Takto tvarovaný vzorek je 
vystaven tahu ve směru své délky. Test lze však provést i na celých cévách (viz 
Obrázek 6). Zaznamenává se síla příp. změna referenční délky.[5] 
 
Obrázek 5: Tvar vzorku získaný z rozdílných částí cév[5] 
Při plánování uniaxiální zkoušky je třeba věnovat pozornost uchycení vzorku. 
Uchycení nesmí vzorek poškodit, zároveň však musí umožnit natažení bez prokluzu 
koncových částí. Obvykle se používá manuálních, nebo pneumatických držáků. 
                                                 





Prokluzu je zabráněno použitím brusného papíru případně i kyanoakrylátového 4 
lepidla[5][8][4]. 
Během výpočtu napětí je za základní (referenční) délku použita vzdálenost mezi 
čelistmi držáků, případně mezi vyznačenými body (markery) viz Obrázek 6. 
Alternativou pro zaznamenání změny délky může být použití kamer sledujících změnu 
polohy vyznačeného místa [9]. Literatura [5] uvádí i použití piezoelektrických snímačů, 
které po nalepení na povrch vzorku zaznamenávají příčnou a axiální deformaci.  
Mezi mechanické parametry získané tímto typem zkoušky patří: Youngův modul 
pružnosti, mez kluzu (síla do poškození a tuhost tkáně). Mezi silové charakteristiky 
patří síla v tahu, síla při maximálním protažení. 
 Parametry z tahové zkoušky jsou však získány pouze pro jeden zvolený směr. 
Pro zjištění vlastností v jiném směru je zapotřebí vyjmout vzorek z cévní stěny dle 
Obrázek 5 [9] [5].  
Tkáň cév je značně roztažitelná a vykazuje nelineární odezvu ve vztahu napětí-
deformace. Jediná hodnota elastického modulu nemůže zastoupit průběžně se měnící 
odezvu stěny. Tento jev proměnného elastického modulu je zahrnut do tzv. 
inkrementálního elastického modulu. Ten je definován jako derivace vztahu mezi 
napětím a deformací stěny[3].  
 
 
Obrázek 6: a)úspěšná tahová zkouška b) neúspěšná- vzorek se utrhl příliš blízko uchycení [4] 
 
 
                                                 
4 kyanoakryláty = třída organických látek používaná pro rychle tvrdnoucí lepidla 
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5.2. Dvouosá tahová zkouška 
I když uniaxiální tahová zkouška je pro jednoduchost provedení a snadné určení 
deformace vzorku výhodná, nemusí být vhodnou metodou pro posouzení anizotropních5 
vlastností materiálu. Biaxiální tahová zkouška umožňuje na jediném vzorku porovnat 
vlastnosti jak v obvodovém, tak i axiálním směru. Oproti tomu u uniaxiální zkoušky je 
použito dvou vzorků a tedy není zajištěna jednotnost složení a rozměrových parametrů 
[5]. 
Při plánování měření je nutné zohlednit původní cylindrický tvar vzorku, který v 
rovinné podobě může mít tendenci k zvlnění. Často bývá používáno upnutí všech stran 
vzorku do držáků (viz Obrázek 7). Zátěž je přidávána na háčky uchycené po každé 
straně a napojené na natahovací ramena [5]. Nevýhodou této uchycovací metody je však 
uchycení háčků. Ty musí být na vzorek upevněny za pomoci narušení vzorku 
jehlovitými čelistmi. Tento fakt limituje rozsah síly, kterou je možno vyvinout, aniž by 
došlo k vzniku trhliny v místě vpichů [9]. Samotné biaxiální testy však nejsou 







Obrázek 7: Dvouosá tahová zkouška s detailem na uchycení vzorku [5] 
 
  
                                                 
5 anizotropní = vlastnosti fyzikálních látek závisejí na směru, ve kterém jsou měřeny [9] 
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5.3. Test otevřeným úhlem 
 Tato metoda je použita pro charakteristiku zbytkového 
napětí v obvodovém směru cévních stěn. Vzorky jsou v podobě 3-
5mm širokých kroužků. Po přerušení dojde k jejich rozevření o úhel 
 . Tento úhel je měřen a porovnáván s úhly ostatních vzorků. 
Studie potvrdily, že s rostoucím věkem dochází k zvětšování 
naměřeného úhlu (průměrné hodnoty 200°-260°). [5][9]  
 
5.4. Zkouška vyboulením (Bulge Inflation test)  
 Vzorek pro tuto zkoušku je rovinného čtvercového 6 tvaru [22]. Je uchycen na 
inflační zařízení, čímž vznikne hermeticky uzavřená dutina. Do dutiny je vstřikována 
kapalina předem definovaného množství. Tlak v dutině je měřen tlakovým senzorem. 
Změna geometrie vzorku je sledována kamerou až do porušení vzorku. Pořízený 
záznam slouží k výpočtu pevnosti stěny vzorku [5] [22].  
Tato metoda je v poslední době používána při studii aneurismat se zaměřením na 
chování jednotlivých cévních vrstev (media, adventina) [5]. Využitím korelace 
digitálního obrazu (digital image correlation) je získán obraz deformačního pole vyduté 
membrány. Lze tak současně sledovat materiálové parametry a lokalizovat místa s 
nejvyšším napětím [22] [5].  
 
Obrázek 9: Zkouška vyboulením a její sestava [23] 
                                                 
6  V literatuře [22] byl např. použit vzorek rozměru 4 cm x 4 cm 
Obrázek 8: Úhel rozevření znázorňuje zbytkové napětí v obvodovém směru [9] 
 
Tlakoměr 




5.5. Statický Inflačně-extenzní test 
Toto měření spočívá v nafouknutí celého válcového segmentu na zvolený tlak 
[9]. V porovnání s plochým vzorkem, umožňuje tato metoda dosáhnout homogenního 
biaxiálního napětí. Oproti ostatním biaxiálním testům (trhací stroj, bulge inflation 
test…) si však vzorek zachová původní zakřivení a při měření je možné zohlednit i 
zbytkové napětí stěn. Tato skutečnost umožňuje navodit podmínky blízké podmínkám 
srdečního cyklu [5][7]. 




5.6. Dynamický inflační test 
Využívá se periodických, případně neperiodických pulzací tekutiny. U starších 
testů tohoto typu byl použit krátký vzorek naplněný vodu [17] [19]. Z jedné strany je 
uzavřen a z druhé je připojen ke zdroji proměnného tlaku. Podle odezvy materiálu na 
daný stimul lze z tlakového záznamu a míry deformace určit materiálové vlastnosti. 
V současnosti se pro tento typ zkoušky používá uzavřeného proudového obvodu 
[7]. Pulzace jsou generovány počítačem řízenou pumpou regulující objemový tok tak, 
aby byly simulovány systolické a diastolické periody [7]. 
Častými parametry, které jsou získány dynamickým inflačním testem je modul 





5.8. Test pulzní vlnou (pulse wave velocity PWV) 
Tato neinvazivní in vivo metoda je používána pro přímé měření tuhosti velkých 
artérií [25][3]. Její nenáročnost a snadná opakovatelnost tvoří z této metody vhodný 
diagnostický nástroj. Pro charakterizaci cév je použito PWV indexu, který udává 
rychlost šíření elastické deformace vyvolané tlakovým pulzem bijícího srdce. Principem 
je měření času t , za který pulzní vlna urazí vzdálenost x  viz obrázek 2. PWV je 
následně určen, jako podíl těchto veličin viz Obrázek 10 [3]. 
 
Obrázek 10: Schematické znázornění principu měření pulzní vlnou [3] 
Tuhost cévní stěny je určena Moens-Kortwegovou rovnicí [3], kterou literatura 








  (5.1) 
Měření prokázalo, že s rostoucím věkem dochází k postupnému nárůstu PWV, 
např. mezi věkem 10 - 50ti let, dojde u aorty k navýšení PWV z 6,5m/s na 11m/s. Za 
kritickou hodnotu je považováno PWV=12m/s [3]. 
  
Směr šíření pulzu 
krevním řečištěm 
E …Youngův modul pružnosti 
Ct …tlouštka stěny 
K …hustota krve 













5.9. Ostatní metody 
V současnosti dochází k rozvoji následujících experimentálních metod: 
 
5.9.1. Nanoindentace 
 Jde o metodu měření na úrovni μm. Je používána ke stanovení mechanických 
vlastností jednotlivých vrstev tkáně a následnému vyhodnocení vlivu deformací 
spojených s tkáňovým onemocněním. 
 Nanoindentace je snadno proveditelná na tuhých materiálech, avšak u materiálů 
s vyšší mírou kompliance muže být její použití obtížné. Nesnadná úprava povrchu a 
kompliance měkkých tkání způsobují problémy při detekci povrchu a následném 
vyhodnocení naměřených dat. Z těchto důvodů je při nanoindentaci měkkých tkání 
nutné použít sférický indentor [3]. 
Princip nanoindentace měkkých tkání viz Obrázek 11. 
 
 
Obrázek 11: Schéma nanoindentace měkkých tkání [26] 
 
5.9.2. Akustická analýza 
 Metoda akustické mikroskopie Scanning acoustic microscopy je používána k 
mapování mechanických vlastností celých tkání i izolovaných buněk. Je schopna 
identifikovat jak histologické, tak i elastické vlastnosti biologických tkání. Testované 
vzorky nemusí být předem zvlášť barevně ošetřeny a proto je zde určitý potenciál pro 




 Na vzorek je akustickou čočkou vysílána příslušná frekvence (100 MHz - 1 
GHz) akustických vln. Z interference odražených signálů je možné zjistit materiálové 
konstanty tuhých materiálů. Prostorové rozlišení je funkcí vlnové délky akustického 
záření 7[3]. 
 Metoda akustické mikroskopie byla používána pro charakterizování elastických 
vlastností tvrdých biologických tkání (dentin, kost), ale ukázala se nevhodnou pro 




Obrázek 12: Schématické znázornění SAM metody [27] 
  
                                                 
7  Při frekvenci 1 GHz je rozlišení přibližně 1 μm [3]. 









6. Konstitutivní modelování 
Je známo, že odlišnost mechanického chování látek je důsledkem jejich rozdílné 
vnitřní struktury, která je obecně podmíněna atomovou a molekulární stavbou. Vhodný 
přístup k popisu vnitřní stavby látek by tedy mohl vyjít z popisu atomové a molekulární 
stavby. U většiny látek je tato stavba natolik složitá, že tento přístup je prakticky 
nerealizovatelný. Mechanika kontinua se však nezajímá o chování atomové struktury, 
ale především o chování látek jako celku. Axiomatický postup, který umožňuje 
zkonstruovat odpovídající matematický model chování reálných kapalin, se nazývá 
konstitutivní rovnice [10]. 
 
Následující část bude věnována některým současně používaným modelům. 
 
7. Modelování biologických struktur 
Vývoj konstitutivních zákonů pro modelování mechanických vlastností cévních 
stěn je stěžejní pro porozumění zatěžovacích mechanismů arteriálních stěn a jejich 
přizpůsobení proměnné zátěži z fyziologického i patologického hlediska [14].  
Během modelováni reologických vlastností (viskozita, plasticita, elasticita) jsou 
používány základní elementy představující konkrétní mechanické vlastnosti. Tkáňové 
deformace jsou popsány konstitutivními rovnicemi na základě elementů, kterými se 
budou zabývat následující podkapitoly [28]. 
7.1. Euklidovská hmota 
Hmota, která je vystavena odstředivým silám, avšak nepodléhá deformaci [28]. 
Jde tedy o absolutně tuhé těleso nepodléhající deformaci [29].  
 
Obrázek 13: Schematické značení Euklidovské hmoty [28]   
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7.2. Hookova elastická hmota 
Elastický materiál je takový materiál, jehož stav se po odlehčení navrátí do 
referenčního stavu před zatížením. Schematické značení viz Obrázek 14. Obnovovací 
síla .obF  materiálu je řízena rovnicí (7.1), kde l  značí vychýlení z původní pozice a k 
konstantu tuhosti [28]. 
 
.obF k l   (7.1) 
 
 
Obrázek 14: Schematické značení elastické hmoty [28] 
 
Podílem změny délky l  a délky původní l je získána bezrozměrná veličina   
zvaná poměrné prodloužení [28]. 
 
.obFl S









 Odvozený vztah je nazýván Hookův zákon pro napětí a kompresi v oblasti 
lineární závislosti napětí a deformace. Konstanta E zastupuje modul pružnosti v tahu 
závisející výhradně na materiálových vlastnostech. Hookův zákon viz (7.3) lze slovně 











7.3. Viskózní Newtonské látky 
Tato látka nachází uplatnění při modelování tkání s vysokým obsahem tekutin. 
Je řízena Newtonovým zákonem viskozity, který dává do vztahu napětí a rychlostí 








   (7.4) 
 
Ve schematickém značení zastupuje viskózní element píst (viz Obrázek 15). 
 
Obrázek 15: Schematické značení viskózního elementu 
7.4. Viskoelastické materiály 
Tato skupina zahrnuje velké množství materiálů (biologických i technických) se 
schopností tlumení mechanických vibrací [10]. Pro vzájemné rozlišení látek 
viskoelastických a elastických je zavedeno Debořino a Weissenbergovo číslo [30] (viz 
nomenklatura). 
U elastických materiálů je jednoznačná závislost mezi deformací a napětím bez 
ohledu na změnu zatížení. Materiály, u nichž napětí závisí pouze na přírůstku, resp. 
časové derivaci deformace, se nazývají viskózní [10]. Závislost mezi napětím a 
rychlostí deformace je dána grafem 1. 
 









7.5. Plastická Saint-Venantova hmota 
Vztah napětí a deformace je charakterizován napětím k  nazvaným mez kluzu. 
Při konstantním napětí je dosaženo rostoucího prodloužení. 
 
Graf 2: Závislost napětí na deformaci se symbolem pro plastickou Saint-Venantovu hmotu 
7.6. Reologické modely tkání 
Modely biologických struktur využívají principu výše uvedených elementárních 
hmot. Vlastnosti pevné elastické hmoty a viskózní tekutiny jsou sjednoceny dvěma 
základními modely: 
a) Maxwellův 
b) Kelvin-Voightův  
Tyto modely mohou sloužit jako simulace materiálové odezvy na působící vnější sílu 
[28]. 
7.6.1. Maxwellův model 
Tento model zastupuje viskoelastickou tekutinu. Využívá sériového zapojení 
základních elementů viskozity (tlumič) a elasticity (pružina) viz Obrázek 16. Při 
axiálním zatížení se Maxwellův model chová podle rovnic: 
 
.celk tlumič pružina     (7.5) 
 
.celk tlumič pružina     (7.6) 
Derivací rovnice celkové deformace (7.5) je získán model popisující tlumič jako 










. 1 1pružina pružinacelk tlumič tlumičd dd d d
dt dt dt dt dt E
   

     (7.7) 
 
 
Obrázek 16: Schematické zobrazení Maxwellova modelu [28] 
 
Při skokové změně deformace 0 , dle Maxwellova modelu dojde k poklesu 
napětí v čase  viz Obrázek 17 [31]. 
 
Obrázek 17: Relaxační funkce [31] 
 
Důsledek uvedených vztahů je vratná elastická deformace a nevratná deformace 
viskózní [29]. 
 
7.6.2. Kelvin-Voightův model 
Tento model zastupuje pevnou látku s vratnou deformací. Využívá paralelního 
zapojení základních elementů viskozity (tlumič) a elasticity (pružina) viz Obrázek 19. Při 
zatížení je deformace obou komponent identická (7.8) a celkové napětí je rovno součtu 























.celk tlumič pružina     (7.8) 
 
.celk tlumič pružina     (7.9) 
V Kelvin-Voightově modelu jsou změny napětí a deformace v čase řízeny 
rovnicí (7.10) [32][31]: 
 ( )





         (7.10) 
 
Závislost deformace na čase je znázorněna na Obrázek 18 [32][31]. 
 
Obrázek 18: Funkce creepu [31] 
 
Obrázek 19: Schematické zobrazení Kelvin-Voightova modelu[28] 
 
 V literatuře se lze setkat i s pokročilejšími modely, které v podstatě kombinují 
modely výše popsané. Tyto tzv. reologické modely umožňují lepší aproximaci 
mechanických vlastností biomateriálů [28].   Příkladem takovéhoto modelu je Standard 





















7.6.3. Standard linear solid model (SLS) 
 Tento model spojuje vlastnosti Maxwellova a Kevin-Voigtova modelu. Popisuje 
tedy creep i relaxaci materiálů. Při odstranění zatížení dochází k pozvolnému odeznění 
vzniklé deformace. 
SLS model je vhodný pro přesnou předpověď tvaru deformační křivky a chování 
systému při daných zátěžových podmínkách. Schematické znázornění viz Obrázek 20 
[32]. 
 
Obrázek 20: SLS model [25] 
 
Rovnice modelující vlastnosti SLS systému má tvar (7.11). 
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7.7. Konstitutivní modelování artérií 
Konstitutivní modely jsou založeny buďto čistě na fenomenologickém přístupu 
(zohledňují pouze viditelné vrstvy), nebo zahrnují i strukturální- histologické informace 
[14]. 
 
Pro artérie literatura uvádí tyto přístupy modelování: 
 
7.7.1. Pseudoelastické modelování   
 Pseudoelastické 8  modelování je používáno pro studium fyziologie artérií. V 
některých případech je však třeba zahrnout viskoelastické9 či poroelastické10 teorie, aby 
byly mechanické odezvy vhodně popsány [14]. 
7.7.2. Strukturální modely 
 Tyto modely jsou zaměřeny na složení a strukturu tkáně.[33] Umožňují studii 
vztahů mezi strukturou a funkcí tkáně v závislosti na mechanickém zatěžování. 
Příkladem mohou být kolagenní vlákna, která jsou jednou z hlavních složek struktury 
stěn artérie (viz kapitola 3.1). Při porovnání orientace těchto vláken v intimální a 
mediální vrstvě je ihned patrný rozdílný způsob rozložení. Lze tedy předpokládat i 
odlišné mechanické odezvy. Modely, které nezahrnují rozdílnost orientace vláken v 





                                                 
8 modelování vycházející z elastické (vratné) odezvy na aplikované napětí 
9 deformace materiálu je ovlivňována jak elasticitou, tak viskozitou  




 V této kapitole bude popsána experimentální metoda vyvinuta týmem 
kardiovaskulární mechaniky. Bude představeno zařízení pro měření tlakových oscilací a 
model k charakterizaci testovaného materiálu. 
8.1. Experimentální zařízení 
Experimentální zařízení se skládá z převlečných kuželovitých čelistí, testovacího 
vzorku, tuhé plexisklové trubice, dvou tlakových senzorů (p, pa) Cressto KTS 11  a 
tlakové nádoby s elektromagnetickým ventilem. Sestava zařízení je zachycena na 
Obrázek 21. 
Postup měření je následovný: Testovaný vzorek je připojen k spodní části 
plexisklové trubice a zespoda uzavřen převlečnou kuželovou čelistí. Plexisklová trubice 
a vzorek je následně zavodněn. Vodní sloupec má po zavodnění požadovanou výšku h. 
Po připojení plexisklové trubice k tlakové nádobě je systém natlakován na požadovanou 
úroveň přetlaku pa. Po ustálení hladiny je elektromagnetický ventil otevřen na 0,1s. 
Prudký pokles tlaku způsobí tlakové oscilace měřené tlakovým senzorem p. Otevření 
ventilu je provedeno třikrát, vždy po ustálení hladiny. Referenční rozměry vzorku d0, t0, 
L jsou změřeny po ukončení experimentu. Tlakové oscilace jsou následně zpracovány 




                                                 




















tuhá plexisklová trubice 




8.2. Matematický model 
8.2.1. Proudění kapaliny v tuhé trubici - přesné řešení 
 Použitý matematický model je založen na Navier-Stokesových (NS)  rovnicích s 
jejichž pomocí je popsán tok kapaliny. NS rovnice vychází z aplikace Newtonova 
pohybového zákona na element proudící tekutiny [34]. 
Pro obecný popis toku trubicí by bylo zapotřebí NS rovnic 12  v plném znění viz (8.1) i 
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V literatuře např. [35] jsou NS rovnice uvedeny v integrálním tvaru. Členy rv  ;
v ; zv  jsou složky vektoru rychlosti v cylindrickém souřadnicovém systému. 
Navier-Stokesovy rovnice jsou pro případ proudění kapaliny v přímé tuhé trubici 
zjednodušeny. Zjednodušení NS rovnic je popsáno v kapitole Apendix 12.1. Přesné 
řešení proudění newtonské, nestlačitelné kapaliny v tuhé trubici s konstantním 
průměrem je uvedeno v rovnici (8.3) dole  [34][1] : 
 2
2
1z z zv v vp
t z r r r
 
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 (8.3) 
                                                 
12 vzhledem k uvažované symetrii trubice je použito NS rovnic v cylindrickém tvaru; rovnice (8.1) a (8.2) 
byly převzaty z literatury [34] tvar je pokládán za správný a jeho ověření nebude předmětem této práce 
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Pro naše potřeby je vhodnější pracovat se střední rychlostí, proto bude rovnice (8.3) 
zjednodušena pomocí integrální metody. Více v následující kapitole a v kapitole 
Apendix ( 12.3). 
8.2.2. Matematický model pro popis experimentu 
 Model experimentu představuje propojení proudění kapaliny v tuhé plexisklové 
trubici s testovaným vzorkem. Testovaný vzorek v modelu představuje elastický bod a 
oscilující sloupec je popsán bilancí hybnosti proudnice. Odvození nestacionární rovnice 
proudnice (8.4) je provedeno v Apendixu ( 12.3) a inspirováno publikací [1] . 
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2
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V rovnici (8.4) je provedena korekce. Do rovnice nestacionárního pohybu vodního 
sloupce h je započítána i hmotnost vody uvnitř testovaného vzorku s referenční délkou 
vzorku L.  
 Jedním z cílů metody je nalézt vztah mezi vlastní frekvencí systému   a 
oscilujícím tlakem p . Aby byla eliminována střední rychlost  a získána rovnice pro 















Znaménko mínus reprezentuje v rovnici (8.5) tok kapaliny z Windkessel modelu 







 odpovídá komplianci. Předpokládáme, že výška 





 vyjadřuje změnu tlaku v čase. Kombinací rovnic (8.5) a (8.4) získáme 
obyčejnou diferenciální rovnici druhého řádu s konstantními koeficienty pro oscilace 
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Rovnici (8.6) lze překontrolovat rozměrovou a asymptotickou analýzou. 
Jednotka rovnice by měla odpovídat rozměru 2Pa s  (viz Apendix 12.5). 
Řešení rovnice  (8.6) má následující tvar: 
           0 ( )
i t
ah p




       (8.7) 
Z řešení vlastních čísel diferenciální rovnice (8.6) lze snadno identifikovat tlumenou 
vlastní frekvenci ve tvaru : 
 2 2
0      (8.8) 
 Tlumící faktor   zahrnuje ztrátu v oscilující kapalině a 0  koresponduje 
vlastní netlumené frekvenci systému. Z rovnice nahoře lze snadno vyjádřit hledanou 
neznámou komplianci C a získat tak charakteristiku poddajnosti pro testovaný vzorek. 
Parametr C je závislý na rozměrech testovaného vzorku. Frekvence   je identifikována 






















 Pro identifikaci materiálového parametru (modulu pružnosti E) je potřeba 
vyjádřit komplianci jako funkci počátečních rozměrů vzorku a modulu pružnosti viz 
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 Modul pružnosti nelze jednoduše z rovnice vyjádřit, a proto musí být vypočten 
iterativně. Identifikace modulu pružnosti je provedena softwarem poskytnutým 
laboratoří kardiovaskulární biomechaniky. 
Pro rovnice  (8.10) a (8.11) je provedena rozměrová analýza v Apendixu 12.5. 
9. Experimentální měření-výsledky  
9.1. Měření počáteční geometrie vzorku 
Měření probíhalo v laboratoří kardiovaskulární biomechaniky ČVUT. K měření 
bylo použito posuvné digitální měřítko MAHR 16EW 150mm a mikrometr Filetta. 
Mikrometr byl použit pro měření tloušťky stěny a posuvné digitální měřítko bylo 
použito pro určení referenční délky vzorku. Referenční délka vzorku odpovídá 
vzdálenosti převlečných čelistí na viz Obrázek 22. 
. 
Obrázek 22: Zobrazení uchycení testovaného vzorku na tuhou trubici pomocí převlečných 
čelistí. 
Střední hodnoty tloušťky stěny a délky vzorku jsou uvedeny v tabulce níže.  





měření 02t  [mm] 




 3 3,62 
 4 3,664 
 5 3,986 
 6 3,711 
 7 3,724 
 8 3,308 
 9 3,333 
 průměr 3,64 
 průměrná 
tloušťka 
stěny 0t  1,82 mm 
 







střední délka L 148,9mm 
 
Tabulka 2: V tabulce po levé straně je uvedeno měření tloušťky stěny vzorku mikrometrem. V tabulce 
po pravé straně je uvedeno měření referenční délky mezi objímkami posuvným měřítkem.  
 
Počáteční průměr pružné trubice d0 byl vypočten pomocí vztahu pro obvod 
kruhu (9.1). Z použitého vzorku byly z obou krajů odstřiženy kroužky. Ty byly 
následně rozvinuty do proužků, aby bylo možné naměřit jejich délky es  respektive 
obvod střednice. 



























Obrázek 23: Průřez trubicí, kde a zastupuje vnitřní poloměr trubice, ae zastupuje  
vnější poloměr, a se zastupuje délku rozvinutého kroužku. Délka rozvinutého kroužku 
 odpovídá délce střednice, která je na obrázku označena čerchovanou čarou.  
Označení t0 koresponduje s počáteční tloušťku stěny trubice. 
 







průměrný rozměr es  80,47mm 
 









9.2. Experimentální měření – dynamický inflační test 
Naměřená data byla nahrána v textovém souboru do MatLab programu 
napsaného Ing. Hromádkou. Za dosazené konstanty byly považovány: dynamická 
viskozita 0,933mPa s   , hustota 3997,4936 /kg m  , teplota vody 23,2t C  , 
referenční délka vzorku 148,9L mm , průměr trubice 0 23,8d mm  a tloušťka stěny 
trubice 0 1,8t mm . Hodnota dynamické viskozity a hustoty vody byly pro danou 
teplotu převzaty z literatury [36]. Na Graf 3je uveden typický příklad průběhu měřených 




Graf 3: Příklad tlakových oscilací při prvním měření (n=1); indexy frekvencí   odpovídají pořadí upouštění 
 vzduchu z tlakové láhve. V grafu a) jsou prezentovány pulzace tlaku ze snímače nad testovaným vzorkem (p)  
a pulzace tlaku ze snímače u hladiny (pa). V grafu b) je prezentován rozdíl pulzací tlaků p-pa.  
Červené kroužky odpovídají identifikovaným vrcholům amplitud oscilací tlaku, ze kterých je následně určena 
 perioda (frekvence). 
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Hledané parametry kompliance, a modulu pružnosti pro první cyklus (n=1) jsou 
prezentovány v tabulce níže. 
pořadí měření 1 2 3 







28,75 29,43 29,92 








5,025e-10 4,772 e-10 4,612 e-10 
 E Pa  2,26e06 2,29 e06 2,31 e06 
 Tabulka 4: Příklad výsledků z programu MatLab pro měření n=1. 
 










   (9.4) 
Do vtahu (9.4) byly za konstanty
0, ,d  dosazeny hodnoty uvedené v kapitole  9.2.  Za 




dosadit hodnoty odečtené z Graf 3. Z kontroly (9.4) vyplývá, že podmínka laminárního 




Celkem bylo provedeno šestnáct měřících cyklů. Prvních jedenáct cyklů sloužilo 
k rozcvičení vzorku pro odstranění hystereze. Hodnoty z pěti posledních cyklů (cyklus 
11-16) naměřených po rozcvičení vzorku byly vyhodnoceny.  
Tabulka 5 jsou uvedeny jejich střední hodnoty a směrodatné odchylky (SD). 











2,16 0,02  2E MPa
 
2,17 0,02 








































































Tabulka 5: Střední hodnoty a směrodatné odchylky naměřených veličin. Dolní indexy 




V Graf 4 byly porovnány hodnoty modulu pružnosti E z prvního (n=1) a 
šestnáctého (n=16) měření. Stejným způsobem byly v Graf 5 porovnány hodnoty 
vypočtené kompilace C.   
 
Graf 4: Srovnání vypočtených hodnot modulu pružnosti E z prvního (+) a šestnáctého (×) 




Graf 5: Srovnání vypočtených hodnot C z prvního (+) a šestnáctého (×) měření. Nárůst jejích 




























































Prezentovaná metoda lze použít, pouze pokud jsou splněny následující 
předpoklady:  
 Proud trubicí je pokládán za laminární (částice se pohybují pouze přímočaře a 
rovnoběžně s osou trubice), tedy Re 13  musí být menší 2300   
 Dynamická viskozita a hustota kapaliny je konstantní, je uvažována newtonská 
kapalina 
 Vodní sloupec v trubici osciluje jen velmi málo a lze ho považovat za konstantu 
 Uvažujeme, že tuhá trubice je konstantního průměru 
 Není uvažována vnější síla, která by způsobila rotaci proudu  
 Důležitým předpokladem je i tuhost plexisklové trubice. Pokud by uvažovaná 
trubice nebyla tuhá, tlaková změna by způsobila změnu průřezu trubice, tudíž i 
změnu rychlosti. 
 Testovaný poddajný vzorek je dokonale elastický 
 Optimální délka vzorku byla experimentálně testována v publikaci [24]. 
Optimální délka vzorku pro průměr 25mm je přibližně 5cm-15cm. 
 Omezení je i v tloušťce stěny vzorku aby byla splněna membránová napjatost 
 Spodní část vzorku je zajištěna proti axiálnímu posuvu 
 V průběhu praktického experimentu a následných výpočtů byly v řadě případů 
předpokládány ideální stavy a aproximace (viz výše). Je nutné zvážit, zda získané 
výsledky (modul pružnosti E a kompliance C) jsou i přes tato zjednodušení relevantní. 
Z provedeného výpočtu pro ověření laminární podmínky proudění (viz 
(9.4))vyplývá, že tento předpoklad je splněn. Vzhledem k tomu, že uchycení 
testovaného vzorku je řešeno nasazením na převlečné čelisti je zajištěn plynulý přechod 
s minimálními lokálními třecími ztrátami a ovlivněním proudění. 
 Parabolický profil je možné uvažovat pouze v případě, že nenastává zpětný tok. 
Tento jev, jak uvádí publikace [1] [24], při určitých hodnotách   vnáší do řešení 
odchylku. Numerický experiment provedený v publikaci  [1] ukazuje, že pro  >10 
                                                 
13 Reynoldsovo číslo je definováno v nomenklatuře. 
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vypočtený průtok způsobuje malou chybu. V případě této práce 14 se 70  , a proto lze 
parabolický rychlostní profil uvažovat bez zpětného toku.  
Metoda představená v této práci, se i přes značná zjednodušení, která však jsou 
dle publikací  [1] [24] přijatelná, ukázala v první řadě jako použitelná a oproti současně 
používaným metodám výhodná. U této metody není zapotřebí sledovat deformaci 
vzorku pomocí kamer a samotný výpočet elastických parametrů není časově náročný. 
  
                                                 
14 Naměřené   je ve shodě s hodnotou uvedenou v [24] 
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11.  Závěr 
Užitím představeného matematického modelu, byl odvozen vztah mezi 
elastickým modulem pružnosti E a frekvencí kmitání  . Použitím MatLab programu15 , 
který mimo jiné pracuje s odvozeným vztahem, byla charakterizována mechanická 
vlastnost v podobě modulu pružnosti E a mechanická odezva v podobě kompliance C 
pro latexový vzorek, který dle publikace [24] má stejný inkrementální modul pružnosti 
jaké mají krevní cévy.  
Tato práce se současně pokusila o revizi publikace [24] přiložené do přílohy. 
Zmíněná publikace používala pro ověření metody výhradně válcovitý vzorek, avšak 
uvádí možnost aplikace na vzorky jiných tvarů (obdélníkové vzorky cévní stěny, 
balónkovité vzorky). Bylo by proto zajímavé ověřit metodu i pro vzorky jiných tvarů. 
V publikaci je pravděpodobně chyba na straně 13, obrázek 3a. Jednotky tlaku by 
pravděpodobně měly být udávány v kPa. 
V této práci byl test proveden pouze na vzorku, který byl zajištěn proti posuvu 
v axiálním směru. Bylo by však vhodné porovnat výsledky s případem bez zajištění.  
  
                                                 




12.1. Zjednodušení NS 
 Uvažujeme přímou trubici s kruhovým průřezem, při proudění kapaliny v trubici 
nedochází k žádnému silovému působení vnějších sil, které způsobí rotaci proudu, bude 
proudové pole symetrické podle osy z. viz Obrázek 24. Směr proudění je uvažován 
pouze ve směru osy z. Úhlová složka rychlosti, radiální složka rychlosti a všechny 
derivace v úhlovém směru budou nulové [34]:  
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 (12.1) 
V případě, že je uvažována oblast s již rozvinutým rychlostním profilem, lze z definice 









Energie potřebná pro překonání viskosních ztrát na stěnách trubice může být 
dodána tlakovým spádem 
dp
dz
 mezi konci trubice, nebo objemovou silou g . Bude-li 
uvažováno horizontální uložení trubice s průměrem řádu jednotek centimetrů, lze 
zanedbat objemové síly. Z tohoto důvodu lze při zjednodušení NS rovnic zanedbat vliv 
gravitačního působení [34]  [30]  
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(12.4) 




12.2. Odvození parabolického rychlostního profilu ze 
stacionárního režimu proudění 
V případě, že tlakový gradient řídící tok v trubici není funkcí času, rychlostní 
pole v trubici bude také nezávislé na čase [34]. Převládne ustálený stav kde: 
 ( , )z zv v p r  (12.5) 










Pro odvození rychlostního profilu byl zvolen jiný, avšak ekvivalentní zápis [30]:  
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    1 20 0 ln 0zv r C C     (12.12) 
V rovnici (12.12) vystupuje výraz  1 ln 0C . Je patrné, že ln 0  neodpovídá 
























Výsledným vztahem po vyřešení rovnice (8.3) je rovnice parabolického 
rychlostního profilu pro tok válcovou trubicí konstantního průřezu (12.14), která 
odpovídá všem stanoveným podmínkám na začátku kapitoly.  
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12.3. Aplikace integrální metody na nestacionární režim 
proudění 
Rychlostí profil (12.14)  lze chápat, jako součin dvou funkcí. Funkce závislé na 
tlaku  a bázové funkce [1]. Funkce  vyjadřuje centrální rychlost 
závislou na tlaku. Pro další výpočty je však nutné pracovat s rychlostí závislou na čase 
viz (12.15). Z tohoto důvodu je člen v rovnici (12.14) nahrazen členem .  
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Obrázek 24: Souřadný systém a část ideální trubice 
 
Postup spočívá ve zpětném dosazení upraveného rychlostního profilu (12.15) do 
NS rovnice ve směru osy  (12.7) 
Za derivace rychlosti dle času a souřadnice r jsou dosazeny rovnice 
(12.16)(12.17). 
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Získaná rovnice je integrována přes objem dV rd drdz : 
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    (12.18) 
 
Výsledkem je rovnice (12.19) : 
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Kontrolu rovnice (12.19)  lze však provést i ověřením platnosti pro stacionární 
režim. V případě, že je odstraněn setrvačný člen, rovnice musí přejít na tvar Hagen-
Poiseuilleova zákona viz literatura [34][30]. 
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 Pro potřeby této práce je vhodnější pracovat se střední rychlostí  v t . Člen 
 vystupující v rovnici (12.19) lze odvodit z definice objemového toku [30]. 
 















    (12.25) 
Konečný tvar obyčejné diferenciální rovnice pro neznámou střední rychlost  v t  je 
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 Vzhledem k tomu, že během provedeného experimentu byla trubice ve vertikální 
pozici, do rovnice (12.26) je nutné zahrnout působení vnější síly. Rovnice s touto 
úpravou je k nalezení v hlavním textu (8.4). 
 
12.4. Kompliance 







[38][1]. Objem V lze získat aplikací 
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0 0 02 2 0Et d z Et z p     (12.30) 
 
Vzhledem k tomu, že platí vztah (12.31) [30][34], stačí pro výpočet objemu V nelézt 
průměr d. Ten je získán vyřešením kvadratické rovnice (12.30) a zrušením zavedené 
























Získaný průměr d je dosazen do rovnice (12.31). Ta je derivována dle tlaku p, čímž je 
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12.5. Asymptotická a rozměrová kontrola matematického 
modelu 
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Rovnice (8.6) splnila rozměrovou analýzu: 
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  
        
(12.41) 
  
Jako kontrola poslouží i uvážení limitního případu. V limitním případě viz 
(12.42), kdy dojde k odstranění časové závislých veličin, by měla v rovnici (8.6) zůstat 
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